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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Fiir dy,ds € N und eine Indexmenge I sei X: R4 — R% eine stetige Abbildung und (Q;)ic; eine
Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R%, B). Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) (Qi)ier ist straff. = (QF);es ist straff.
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(b) (Q:X)ics ist straff. = (Q;):er ist straff.
Dabei ist Q;X das Bildmaf, das heifit, fiir Borel-Mengen B C R% ist QZX(B) = Q:(X YB)).

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Zeigen Sie: Eine Familie (X;);e; von Zufallsgroffen mit Indexmenge I und mit X;: (Q,F,P) —
(R, B) ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn die MaBfamilie (Q;);c; straff ist, wobei fiir
BeB

Qi(B) = /B 2P (da).

Bemerkung: Fiir beliebige Mafifamilien ist Straftheit genauso definiert, wie fiir Familien von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen: Eine Maffamilie (Q;);cr auf dem metrischen Raum (S, d) heiBt straff, wenn
fir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C S existiert, sodass sup;c; @Qi(S\ K) < ¢

Aufgabe 3 (5 Punkte)
(S,d) sei ein metrischer Raum. Auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie M;(S) auf S sei
pp: Mi(S) x M;(S) — [0, 00) mit

pp(P1,Py) = inf{e > 0 : fiir alle A € B ist P1(A) <Py(A°) 4+ ¢ und Py(A) <Py (A°) + ¢},
A®:={s e S:dist(s, A) < e}

die Prochorow-Metrik. Zeigen Sie, dass eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen (P, ),en € M (5)
genau dann schwach gegen einen Grenzwert P € M, (S) konvergiert, wenn p,(P,,P) — 0 konver-
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giert. Damit zeigen Sie, dass schwache Konvergenz von der Prochorow-Metrik induziert wird.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Zeigen Sie die folgende Erweiterung des Portmanteau-Theorems:
Fiir WahrscheinlichkeitsmaBe P, Py, Py ... auf einem metrischen Raum (S, p) sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:
(a) P, = P
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(b) Fiir alle messbaren Funktionen h: S — R mit sup,.g |h(s)| < oo, fiir die P(Dy) = 0 ist, gilt
die Konvergenz

lim [ AdP, = / hdP.
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Dabei ist Dy, C S die Menge der Unstetigkeitspunkte von h.

Hinweis: Fiihren Sie im Beweis der Hinrichtung geschickt Intervalle I, ..., I, C R ein und zeigen
Sie, dass die Rander der Mengen {f € I} unter P Mafl 0 haben. Dann wenden Sie die Charakte-
risierung 5 der schwachen Konvergenz aus dem Portmanteau-Theorem an.



